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In this paper, we derive a criteriOn for the number of characteristic roots on a
specified disc in the complex s‐plane,The criterion is originated from the principle of
the argument in complex variable theories First,the equation of a circle in the s‐plane
is substituted into the characteristic polynoHlial The division algorithm is apphed to
the numerator polynoniial with complex coefficients which is obtained in this M/ay
Then, it is drived by using the extended SturHl's theorem that the number of sign
changes of these coefficients equals to the number Of characteristic roots on the disc
The criterion is apphed to the disign of feedback control systems A method of
parametrization of a proper stable compensator that holds characteristic roots on the
specified discs(the per■lissible egions of poles)iS diScussed The robustnetts of control
systems郡′ith plant uncertainty is also investigated Fina■y, ilnpl  numerical exanl‐
ples are given tO illustrate these results
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1.まえが き
フィードバック制御系の近十ヽ的な設計法は,2次形
式評価関数を最小化するという考え方に基づく,最適
制御理論による線形レギュレータの構成が一般的であ
つた。そのような制御系の設計問題に関連して,オブ
ザーパ,カルマンフィルタなど,状態の観rll・推定理
論が開発され,フィードバック制御系,広く動的シス
テムの設計理論体系は完結されたとされる。さらに,
そのような設計論は,結局,極(特性根)配置の問題
に,あるいは多項式表現によるモデルマッチング問題
に帰着するということで,その面からの研究も多数発
表されている問・
しかるに,この種の理論において常に忘れがちなの
は,数式モデルと現実のそれとのギャッブである。い
いかえるならば,数式モデルにおける不確定性 (表現
を変えれば非線形特性)をいかに取 り扱うかである.
一般に動的システムにおいては,その特性が周波数に
依存することから旧来の伝達関数,複素関数論に基づ
く展開が不可欠となる。とくに安定性の保証のもとで
の伝達関数上での制御系設計の必要性から,Hardy空
間とくに伝達関数の上限に注目する H∞制御理論がロ
パスト(強籾)な制御系の設計に有効であるとされ回,
いくつかの適用例も発表されている。
この論文は,このような制御系設計論の現状と問題
点を踏まえ,近代的制御理論と不確定性を考慮するロ
バスト制御理論の接点という意味で,特性根 (極,零
点)の配置の問題における許容度について記したもの
である。すなわち,特性根が複素平面上の指定した領
域 (円板内)に入るための特性多項式の係数間の条件 ,
その数の判定法についての結果を示すとともに,その
不確定性を伴う制御系の設計への応用について述べて
いる。
2.基礎となる理論 (偏角の原理)
問題とする特性多項式
F(3)=00,・+αェδ・
~1+・… +α
“
_1,十α. (2.1)
について,ぃま,F尊1に示すようなo平面上の円板
内にその特性根がμ個存在する場合を考える。すると,
中心 PF=σF+デωl,半径 狩(`=1,2,…・ ν)の円上を反時
計方向 (角度正の方向)に一回転する軌跡(contOur)の
式は ,
S='iC″+Pi    (2.2)
(θ:一π→π)
で与えられる。この円内に特性根が μ個存在するとす
れば,特性多項式(2.1)の一巡軌跡に対する偏角の変化
は,2μTとなるはずである .
(S=σ+ブω,す=マー 1)
Fig,l Characteristic roOts and a circle cOntOtttr
ここで,次のような変数変換を行 う,
α=tan(θ/2) (23)
明 らかに
θ=―T,α=_∞
θ=0 ,α=o
θ=+πiα=+∞
の対応関係がある.さらに ,
〆=    =鵠 四
と書けるから,問題は特性多項式(1)に
坤
号 拍 ッ  四
を代入したとき,α:一∞→+∞に対し,偏角の変化
が 2,ι″となるための条件を定めることとなる。
なおこの条件は,s=σ+Jωに対し特性多項式(1)を実
数部と虚数部に分け,
F(3)=P(σ,ω)+JO(σ】ω)     (2.6)
と置いて考えるならば,P/c(あるいは-9/P)のゼ
ロをよぎる符号変化数が -2μであることと等価であ
る。ここで,符号変化数とは負から正への符号変化が
あつた場合に1,正から負への符号変化があった場合
には-1と数え,その和をとったものである。
(2.5)式は
tB+υα
1-すα
鳥 取 大 学 工 学 部 研 究 報 告 第 24巻
ただし,
V=特+σ:+すωl
υ=ωl+す(駒一σf)
と書けるから,特性多項式(2.1)に(2.5)すなわち(2.7)式
を代入すると,変数 sについての多項式F(3)より変数
αについての複素係数の分子多項式
Φ(すα)=(1-すα)'F(デα)   (2.8)
が得られる.(2.6)式と同様,それを実数部と虚数部に
分けて表現するならば,
Φ(すα)=P(α)+す0(α)    (2,9)
ここで ,
P(a)=α。1。。・ +αO,ュα・
~1+Ⅲ
… +C01.lα+ 01■
9(α)=b。,。α“+bO,lα・ 1+・… +b。,._lα+う0,■
である。ただし,さきの偏角の変化 2μTは,このΦ(すo)
については,明らかに(1-すα)・の偏角の変化分一れπを
加え合わせることにより,(2μ―れ)「となることがわか
る.P/9(あるいは-9/P)についていうならば,
α:一∞→+∞に対するゼロをよぎる符号変化数は,
したがってれ-2μである.
3.Sturmの定理による判定
ここで ,
Jo(α)=P(α)   (3.1)
デ1(a)= 9(a)
とおき,P(α)/o(α)=デ0(α)/∫1(a)に関して,次のよ
うな連除法
ん(α)=デ1(a)?1(α)―デ2(α)
デュ(α)=r2(a)T2(α~デ3 α)
(3.2)
r2■2(a)=r2■1(α)T2■-1(α)一r2■(α)
を適用する.
免(α),デュ(α)がαについて れ次で互いに素であれば,
デ2(a),r3(α),中●,r2■はすべて存在し,
r2ん(α),んi+ュ(α)(ん=0,1,一・,,-1)
はαについて π一ん次の多項式,r2れはゼロでない定数 と
なる.すなわち,r2(α),y3(α),~',九.は
丁2(α)=CI,lα“
~ユ+ …・ +αl,.
え(α)=bl,lα'~I+…・+bll.
r2■-2(a)=α..1._lα+ ■_1,.     '
r2■-1(α)=う..1.lα+b._1,.
r2ぉ=α■[“
と表される.
いま,デ0(α)/丁1(a)のα:αl→α2に対するゼロをよぎ
る符号変化数を∬(aュ,α2),そして数列
rO(a),デ1(α),'… ,√2,
の符号変化の回数を7(a)と記すならば,拡張された
Sturmの定理倒倒ょり
∬(αl,CV2)= 7(αl)- 7(a2)       (3,4)
と書けることが知 られている。ここでは ,
∬(―∞1+∞)=,-2μ
がその条件であるから,明らかに
7(―∞)-7(+∞)=れ-2μ     (3.5)
となる。
ところで,(29),(3.1),(3.3)式より
嵐器=希
α咀辞告―器
(3.6)
α4七締 三一±≒】与F生
。地器=器
α地辞告=器
。吼締 =等
と書かれるから,(3.5)式の条件は,これらの比のうち
の偶数番目 (異なった次数の多項式に対する比)が負
となるかどうかに注目すればよい。
いま,
α岨鵬 ,…
・,。吼締
について考える。これらのうち負となるものの個数を●,3)
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∬,正となるものの個数を
'と
おけば,(3.5)式より
P一∬ =れ-2μ (3.り
しかるに,P+Ⅳ=れでぁるから,これらより
Ⅳ=μ (3.8)
ん(a),rl(a)はαについて ,次の多項式でなければな
らない。少なくとも(2.7)式におけるυが純虚数でな
い,すなわち,ωl≠0でぁることが必要である。ただし,
このことがこの定理の一般性を失わせることにはなら
ない。ω∫=0を指定したぃ場合,完全にゼロではなく,
誤差として許される程度の微小量を与え計算すればよ
いからである。このことに注意するならば,定理にお
いて示された判定法,そのアルゴヅズムは容易に計算
機上に置き換えることができる.
なおそこでの(3.10)式の係数の計算は,(2.7)式より
0(すα)=Σαた(tt+υα)R-1(1_す俊)た (3.13)
た=o
であるから,それぞれ展開して
白ご羞札撃湖側←があ嗚…
遠。Ё腹≧札生れ,側←Dψ4Jデーn■α・n
町“コ 町れ竜 f五札 生准 ]冊口 ψ
4■ヂ n引
(3,14)
で与えられる同,
rig.2 The spёcirled discs,
4.制御系設計への応用
フィードバック制御系の設計は閉ループ系の特性た
とえば極を指定し,それに基づいて必然的にコントロ
ーラが定まると考えるか,コントローラを惨正 して行
を得る.以上の結果を定理の形でまとめると,次のよ
うになる.
[定理](判定アルゴリズム)
特性方程式
F(S)=cOs・+αtt δ・
~1+.…
+αれ_ls+α.=0 (3.9)
中心 Pi=σl+すωi,半径 特の円板,すなわち
坤号 指珈
(at―∞→+∞)
の中にμ個存在するための必要十分条件は,F(d)を
(3.8)式により変数αについて書き換えた分子多項式
Φ(すα)=(1-テα)'F(すα)
=(αO,0+すbO】0)α・キ,・・・,+(c01.+すbO,.) (3.10)
について,係数比牝°町 転群 凹°111 '  α2,2 '    '  (
ただし,
勾P=呵等|―吼P,・=LЪ…ち→
喝 =輛|ギ 1対的 XP=中 J
~・          (3.12)
中的・1掃卜… …翔鳴まい,仰1汁1蜻"・=年一D
呻軋画1掃卜
(ただし,αgi・■1=0)
を順に計算したとき,それらのうちで負となるものの
数がμ個であることである.
(証明)(17)式の誘導の過程より明かである.□
この定理の適用にあたっては,さきに記したように
き,F~9票の閉ルーブ特性になるように調整することを
よしとするかは,意見の分かれるところであるが,こ
の両者の妥協はありえないか, とR/hうのがこの論文の
もう一つの視点でもある.
Fig,3 Feedback cOntrol system.
ところで,仮に極指定から出発するにしても,厳密
にその値でなければならないということはまれである.
そこでここでは,δ平面上の円板でそれを指定するこ
とを考える。たとえば,Fig.2のようにである。
簡単のために問題をFilg.3に示すような1入カー1出
力系とし,ブラント(制御対象)らとコントロー ラ
Gじを分子・分母多項式
鳴=寺,Cc=≒  律→
で表現して考える.ただし,らは真にプロパー
(,PLP=∂げち),・,=∂(DP),れP<,),Cc はプロパー
(mc=∂(比),れc=∂(Dc),Pltc≦, ).明らかに特性多
項式は
F(3)=Iprc+DPDc
これは,(=■,十πc)次であリモニックであるとすれば ,
F(じ)=(S―,1)(S―P2)・・(d―P.)(4.3)
となる。
いま,極P,(ど=1,2,…。理)を指定,すなわち F(s)
を指定すれば,コントローラは
rpχ+つpr=F           (4,4)
となる適当なχ=塊0,y=DcOをまず定め,次に
特ズ+D,y=o     (4.5)
を満たすズ=△堤0,/=△DcOをもって,
∬c=IcO+△∬cO,Dc=DcO+△つ O (4.6)
と設計することになる.
これらの考え方は,多項式だけではなく一般に安定
な有理関数にもあてはまる。たとえば,△比。,ΔつcO
が適当な極をもつ安定な有理関数でもよい (その場合
系の次数が上がるが,結局,F()゛とその極の集合和に
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(4,2)
より極を指定したことになる).ただし,このような
手続きで定めた (4.5),(4.6)式に基づくコントロー ラは
必ずしもプロバーにならない。また,プロパとになる
ように定めると,積分特性Dc(低周波域における低感
度特性)が不十分となり,その改善のためにコントロ
ーラの次数を必要以上に増大させることになる回.
そこでこの論文では,特性多項式F(3)に不確定項△F
を考慮 し,(4.5)式に対 し
Ipχ+D″y=△F (4.7)
となる,メ=△Ⅳcl,r=△Dclをもって
∬c=∬c。+△Ⅳcl,つc=つc。+△つ。1 (4.8)
とおき,コントローラを設計する161.特性根が少なく
ともさきの円板内に入 り,指定された過渡特性に準ず
るような制御系を実現をしようとするのである。たと
えば,んを任意の実数としてχ=んDPと選ぺば,打を
適当な安定多項式,εを正数として
r=―んIp+ε打     (4.9)
と記すことができる。ただし,この場合△F=εD,汀
である,
このようにして得られた,プロバーでしかも要求す
る積分特性をもつコントローラ(4.8)式によって構成さ
れた閉ルーブ系の極が,指定した極 Pf(|=lP,…・,■)
を中心とした半径 乳(j=1,2,…' ,)の許された円板の
中に入っているかどうかの判定については,次の三つ
の方法が考えられる。 (a)特性根の直接の数値解法 ,
(b)円軌跡の写像が原点をまわる回数を直接カウント
する方法,そして(C)さきの定理の半J定アルゴリズムに
よる方法である。しかるに,等根,近接した根などの
ある高次系,さらに制御系設計において′くラメーテ惨
正量を見積 りたいような場合には,本論文のような特
性多項式の係数の連除による手法もそれなりに有効で
あると考える。なお,この(b),(C)の間の関係は,明ら
かに,安定判別におけるNyqutttとRoutil‐Hurwttzのそ
れに相当する.
5.簡単な数値例
ここで,指定する公称系の極が
'1,'2=~0・
5士,0.866,P3=~2
特性多頂式が れを任意の実数として ,
F(S)=そ(s3+3o2+3d+2)  (5.1)
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と書ける場合について,さきの定理の制御系設計人の
適用例をいくつか示す .
(例1)制御対象が
CPldl=武 (5,2)
すなわち1ち=1,Dp=d2+43の場合,(4,4)式より,
生。=7,+2,DcO=d-1でコントローラは不安定となる.
そこで,(4.7)式に基づいて
△Ⅳcl=―d2_4d,△Dcl=1+ε32  (5.3)
と選ぺば ,
∬c=一s2+3d+2,Dc=゛+εs2(5.4)
であり,ε>0ならば安定なコントローラとなる。この
とき,特性多項式は
F'(d)=F(゛)+△F(3)
=δ3+332+33+2+ε(34+4s3)(5.5)
となる。rま,c=0.2とすると,半径 ,1,,2=0・3の円内
の根は不変であり,他は半径9,中心 (-10,0)の円内
にあることをさきの定理より容易に判定することがで
きる.もっとも,この例はコントロー ラが右半面ゼロ
をもつ非最小位相系となるので,制御系としては必ず
しも望ましい応答とはなっていないことに注意したい。
(例2)(例1)とは逆に,対象が不安定系
箪→=★ (5.6)
すなわち,PVP=1,つP=s2_sの場合を考える。明らか
に(4.4)式より,札。=7d+2,Dc。=s+4である。そこで ,
(4,7)式において
△ⅣcI=2δ'-2,,△つ。1=-2+ε32  (5.7)
と選ぺば ,
Ic=2●2+5s+2,つc=d+2+ε s2(5,3)
であり,コントローラの積分性が向上したと考えるこ
とができる,このとき,特性多項式は
となる特=1-d,Dp=S2+sの場合について考える。明
らかに,た=2に対し,比0=3●+4,Dc。=23+7である。
そこで,(4.7)式において
△射Л=3と2+3s,△D。ェ=-3+3s+じ,2(5,11)
と選べば,
Ic=3,2+63+4,Dc=53+4+c32 (5,12)
であり,コントローラの積分性は向上したことになる。
このとき,特性多項式は
F(3)=233+6,2+63+4+ε←4 , ) (5.13)
となる.この場合ε=0.4でも,(例2)と同じ円板条件
を満たしている.
6.あとが き
この論文では,極配置の問題における許容度という
意味で,特性根 (極)が複素平面上の指定した円板内
に入るための特性多項式の係数間の条件,その数を判
定するアルゴリズムを示すとともに=不WE定性を伴う
制御系の設計への応用について記した。
数値例において示した制御系は低次のものであるが,
さらに制御対象の次数に不確定性,たとえば
D,=DP(1+Td),T>0となるような場合について 1
特性根が円板内に保持されるかどうか,そのロバスト
性についての検討も行ってみた。
さきに記したように,本論文のような特性多項式の
係数の連除による判定法は,等根,近接した根などの
ある高次系,さらに制御系設計においてパラメータ修
正量を見積 りたいような場合に有効であると思われる.
実際に,ここに示した判定アルゴノズムは高次,たと
えば20次の特性多項式についても判定できるようプロ
グラムされ,ワークステーション上において短時間で
その数が出力されるようになっている。
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